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O Modelo de Solow

1. A Fungao de Produgdo.

a) Produtividades Marginais.

O Modelo de Solow (MdeS) é a denominacdo dada ao Modelo Neocldssico
(mainstream) de crescimento. Como tal, adota todas as caracteristicas do modelo
canbnico que vocés estudaram na maioria das disciplinas do curso (especialmente
Microeconomia).

O alicerce desse paradigma é a Func¢do de Producdo. Vamos, por simplicidade
algébrica e acompanhando a maioria das formulagdes, assumir que s6 temos dois
fatores de producdo: capital (K) e trabalho (L). Assim, temos que o produto (ou renda)
de um pais estd em funcdo da quantidade de capital e trabalho disponivel:

Y = F(K;L) (1)

As produtividades marginais (aumentando um fator quando o outro permanece
constante) sdo positivas, porém decrescentes:
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Podemos definir essas derivadas parciais como sendo as produtividades
marginais do L (PMal) e a produtividade marginal do K (PMakK). A produtividade
marginal decrescente pode ser representada como:
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Ndo podem confundir produtividades marginais decrescentes com retornos
decrescentes. Retornos significa que aumentamos todos os fatores de producdo (neste



caso capital e trabalho simultaneamente). Produtividades marginais significa que
aumentamos um fator e os demais permanecem constantes.

As produtividades marginais se alteram positivamente no caso de aumentar o
outro fator de produgao. Exemplo, a produtividade marginal do trabalho aumenta no
caso de aumentar a quantidade de K. Ou seja, se queremos elevar a produtividade
marginal do trabalho podemos (mantendo L constante, lembremos que estamos
operando com derivadas parciais) incrementar K. Um raciocinio similar é valido no caso
da produtividade marginal do K. Em termos algébricos:

dPMal dPMaK
Py > 0; m <0 (4)

Contudo, esses incrementos sao decrescentes. Esta hipdtese é muito importante
uma vez que sera crucial para explicar a tendéncia a estagnacdo da renda per capita no
MdeS. Formalmente:
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Resumindo: dado um estoque de L (ou de K), se agregamos unidades de trabalho
(ou de K) aos outros fatores o PIB de um pais vai aumentar, sé que as contribuicoes
desses incrementos vao ser cada vez menores. Aplica-se a mesma hipdtese as
produtividades marginais.

b) Retornos Constantes de Escala.
A Funcao de Producdo tem retornos constantes de escala ou, em termos mais
formais, é uma funcdo homogénea de grau 1. Se por exemplo, duplicamos as

qguantidades de K e L, a producdao também sera duplicada:

F(AK; AL) = A F(K;L) (6)

¢) Produtividades Marginais = remuneracao dos fatores.

Assumindo que estamos trabalhando em mercados concorrenciais e a funcdo
objetivo da firma é maximizar lucros, essa maximizacdo so sera atingida quando as
produtividades marginais sejam iguais a remuneracdo dos fatores, w para o salarioe r



para o capital. Pode-se provar (ndo vamos fazer aqui) que a remuneracao do capital é a
taxa de juros. Assim:

PMal=w; PMaK=r (7)

d) Condigdes de Inada.
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Vamos ver o que as condicdes de Inada significam. Imaginemos que estamos em
um pais muito pobre, com pouco capital. Um aumento de K tende a ter um impacto
muito importante na produtividade marginal do trabalho. Na medida em que o K vai
aumentando esse impacto vai caindo. No caso de esse pais chegar a ser rico (muito
capital), o coroldrio de elevacdes em K vai ser negligencidvel. Podemos, logicamente,
assumir que estas condicGes tem o mesmo significado que a hipdtese das
produtividades marginais decrescentes.

e) Homogeneidade da Fungdo de Produgdo e PIB per capita.

Sabemos que o relevante n3o é o PIB total sendo o PIB per capita.

Podemos imaginar que obtemos o PIB per capita multiplicando a Funcdo de
Produgdo por 1/L. Ou seja, nosso parametro A é 1/L. Uma vez que a Funcdo de Producdo
é homogénea de grau, temos que:

Y (1/1) = F(K/L; L/L)=F(K/L;1) (9)
Definindo y = Y/L (PIB per capita) e k = K/L (capital per capita), temos que:

y = f(k) (10)

Dado que na medida em que agregamos capital a um dado estoque de
assalariados os impactos sdao positivos, porém decrescentes:



f'>0; f’<0 (11)

f) Investimento, Poupanga e Taxa de Poupanga (Exégena).

O MdeS mais simples ndo tem governo nem esta aberto aos fluxos financeiros
ou de bens com o exterior. Ou seja, estamos em uma economia fechada e sem governo.
Dessa forma S=I. Poupanca igual a investimento. Esse é o equilibrio no mercado de bens.
A poupanca é uma fragdo (s) da renda (y). Assim:

sY =1 (12)

Desde outra perspectiva: se a poupanca é uma fracao constante do nivel de
renda e poupanga é igual a investimento o coroldrio ébvio é que o investimento é uma
fracdo constante da renda.

A taxa de poupanca é exégena ao modelo.

A equacdo anterior a podemos expressar em termos per capita e nada muda:

sy=(I/L) (13)

g) Crescimento da Populagdo.

A populagdo cresce a uma taxa constante e exdgena que vamos representar por
K. Ou seja:

P(t) = Po e ¥ (14)

2. O Modelo.

Uma vez que a renda per capita depende do capital per capita (f(k)) a resolucao
do modelo passa, inexoravelmente, por explicar a trajetdria de k, uma vez que é essa
varidvel a que vai explicar o desempenho da renda per capita. Em outros termos: qual
é a renda per capita de um pais? Dada a Funcdo de Producdo, o k. (Estamos supondo
que a tecnologia é constante, vamos do mais simples para o mais complicado)



a) Estoque de Capital em cada momento do tempo.

Em cada momento do tempo t, o estoque de K é o estoque de capital que foi
herdado menos a depreciacdo mais o fluxo de capital que foi agregado pelo
investimento. Em termos formais:

Kis1 = (1-6) K + It (15)

Onde 6 = taxa de depreciagao.

Rearranjando a expressao anterior temos que:
K'= Kes1 - Ke= 6 Ke + | (16)
Onde K’ = variagdo de K.

b) Trajetoria do Capital Per Capita.

Mas nosso objetivo é compreender a trajetéria do capital per capita que, em
ultima instancia vai ser a variavel determinante da renda per capita.

Por definicdo sabemos que:
k =K/L= K L (17)
A variagao de k serd sua derivada. Vamos derivar a expressao anterior:

K=K L'=KL2U (18)

Ou seja:

L
< (19)



Sabemos que K/L, por definicdo, é k e que L'/L é pu (a taxa de variacdo da
populacdo). Assim, a expressao anterior fica:

K®=5-kon (20

Vamos substituir K’ pelo valor que ja encontramos (6 K: + Iv):

SKt+1It —-6Kt It
T ks (21)

K'(t) =
Se K/L=k e I/L= sy=sf(k), a igualdade anterior pode ser escrita como:

k'(8) = sf(k(t)) — (u+ 8)k(t) (22)

Equacao Fundamental de Solow
3. Dinamica do Modelo.
a) Resolugdo do Modelo.

Sabemos que s, & e U sdo exdgenas e constantes. Ou seja, sdo parametros da
expressao anterior. Assim, k’ vai depender de f(k) e de k e ambas dependem de t. No
transcorrer do tempo k vai mudar porque muda a acumulagdo de capital via
investimento. Ou seja, tem investimento e o resultado natural é aumento de |I. Sucede
gue o impacto de k sobre y (renda) vai se alterando uma vez que a f'>0 mas f’<0. Em
outras palavras, f(k) é cOncava. As contribuicdes que o investimento tras a elevacdo do
PIB sdo cada vez menores. Contudo (u+8) é uma linha reta, seu efeito é constante, ndo
decai com o transcorrer do tempo. No comeco (quando k estd préximo de 0) os
aumentos do capital per capita tém um impacto muito acentuado na renda per capita
(lembrem as Condicdes de Inada). Depois esse impacto vai caindo. Em termos graficos:
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Interagindo com essa fungao temos (u+8) k, que é uma reta:
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b) Equilibrio.

Lembremos a definicdo de equilibrio. Significa um estado que ndo muda no
tempo. Ou seja, que a derivada é zero.

Lembremos, agora, que temos que caracterizar um equilibrio. Os economistas
tentam duas coisas: determinar o equilibrio e avaliar se 0 mesmo é estdvel ou ndo. No
caso de ser estavel, um choque exdgeno distancia a varidvel do equilibrio, mas, na
medida em que passa o tempo, retorna. Neste caso se caracteriza o equilibrio como
sendo estdvel. Na alternativa da varidvel nao voltar ao equilibrio, o mesmo é instavel.

Se o que define o equilibrio é sua derivada (=0), no caso que estamos analisando
seria quando k’=0. Ou seja, seria o que k que:

0 =sf(k(®) — (n+8)k(t) (23)
Ou:

S f(kss) = (+6)kss

Vamos chamar o k de equilibrio ou de steady-state de kss. Dado que temos um
kss também teremos um yss € um consumo css. (Lembremos que consumo é (1-s)y.

c) Estabilidade do Equilibrio.

Temos varias formas de caracterizar a estabilidade do equilibrio. Uma pode ser
mediante a avaliacdo da equacdo diferencial (22). Uma vez que muitos alunos ndo
estudaram equacdes diferenciais, ndo vamos escolher essa alternativa. Uma segunda
possibilidade é empirica. Partindo de valores abaixo e acima do equilibrio vemos se a
trajetoria converge ao mesmo. No caso de convergir, o equilibrio é estdvel e no caso de
divergir, é instdvel. Mediante simulacdes no Excel é facil realizar este exercicio empirico
e fazeremos nas aulas.

Uma terceira possibilidade é mais intuitiva ou analitica a partir da observacao de
(22). Na medida em que f(k) é cbncava os incrementos vao caindo no tempo na medida



em que k se eleva. Dessa forma antes do equilibrio (s f(k))> (u+8)k), se atinge o equilibrio
e depois (s f(k)) < (u+8)k). Ou seja, o equilibrio vai ser estdvel. Além do steady-state as
contribui¢gdes do investimento (s f(k)) ndo conseguem compensar a depreciagao somado
aos requerimentos de capital que demanda o aumento da populagdo. Dessa forma, o
k(capital por trabalhador) cai. Fend6meno contrdrio no caso de a base estar aquém do
steady-state.

Dessa forma, as economias tenderiam a estagnacdo na renda por trabalhador.
Alterar o equilibrio significa alterar os parametros (s, y, 6). No caso de a taxa de
aumento da populacao cair, ou de a poupanca elevar-se, por exemplo, o steady-state se
elevaria. Contudo, essa elevacdo seria transitoria e a estagnacdo retornaria. Esse
destino seria inexordvel e sé transitoriamente poderia se fugir dele. Uma outra
possibilidade seria o desenvolvimento tecnoldgico, mas vamos deixar essa possibilidade
para mais adiante.

d) Um Exemplo com a Fungdo de Produgao Cobb-Douglas.

Assumamos uma Funcdo de Producdo Cobb-Douglas, muito usada pelos
economistas:

Y=F(K;L)= K ¢ L % com O<a<1 (24)
Em termos de produto por trabalhador:
y=k® (25)
Reproduzindo (22) temos que:

k'=sk®—(u+6) k (26)

€00 > ks = (5P > ws= (GED7E @)



